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Abstract. In this work, the conics classification theorem for the analysis of the
invariants, proposed by OLIVA (1973), is demonstrated in details intermedipted
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Resumo. Neste trabalho, o teorema de classificacdo das conicas pela da analise dos
coeficientes, proposto por OLIVA (1973), é demonstrado em detalhes, intermediado
por exemplos ilustrativos.

Palavras-chave. conicas; classificacdo, invariantes.

1. Estudo Geral das Conicas

1.1 Introducéo

A resposta a maioria dos problemas matematicos depende da solegcimc@es do
tipo f(X) = 0. Dentro dos problemas de classificacdo local de fundid@®nciaveis, uma
classe interessante e importante € a das cénicas, cujo conjuet@sieetermina a classe de
equivaléncia por rotacao e translacdo. Um fato ndo cémum

Seja(o,fJ, jp) um sistema de coordenadas cartesianas ortogonai$. o d@juacao
algébrica do segundo grau

F (X0, Xp) = By1X{ + 285X Xy +8gpX5 + 283X + 283X, +833 =0 (1)
coma; [ R, determina o conjuntaegontos do plano chamadonica ao qual associamos a

Efill Qo amH
matriz simétrica,; =m;, a,, ay[ Agora, ao tomarmos um novo sistema de coordenadas
13 8p3 833

cartesianas ortogonab', g F), de mesma orientacdo que o primeiro e aplicarmos a
equacdo (1) o movimento de rotacdo e translagdo simultaneamente, ,isto é
Ox, =a, +cosfy, —serfy,
E?(z =ay +serfy, +cosfy,
genérico X nos sisterag ol Jp) e (o', g F), respectivamentga;,a) as coordenadas da

, sendo -m<f6<m (X,%), (YnY2) as coordenadas de um ponto
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nova origem em relacdo ao sisterma, 3 JP), a cOnica sera representada por uma nova
equacdao do segundo grau:
t(y1¥2) = a11Y5 + 281201, +850Y5 +2833Y; +2893Y, +agz =0 (2).
) Fu a1 asf
A equacdo (2) associamos uma nova matrjzh1. a2 a2sl, que, em geral, é
13 a2 ass
diferente deM ,.

Os elementosA =a;, +a,, A, =aq.a,-a5, € A;=detM, chamadosinvariantes
ortogonais da conicasdo assim denominados por serem invariantes por rotagcao e ti@nslaca
iStO é, Al = a.ll +a12 = a'11+a'12 ) A2 = all.azz _a.lzz = a’ll.alzz_alfz e A3 = detM 3 = detM '3.

1.2 Centros de uma Conica

Um pontoC =(c,,c,)do plano é chamadeentro da conica lse, apds a translagdo de
eixos 0 sistemg c.h JP), a nova equacdo ndo contiver os termos lineares. Temos que se
(ci.c,) sdo as coordenadas do ponto procurasiequacdes de translagdo no plano, dadas

Ox; =Yy, +cC

orn 1 guando substituidas em (1), fornece
P X2 = Y2 +Cy g @

allylz + 23151y, + azzY§ + (311°1+ a6, + a13)2)’1 + (31201"‘ Aty + aza)zyz"' f(Cl,Cz):O 3).

. C . +a,,¢c, +ta;3=0 . o
Assim, existir4 o centro C se, e somente se, 0 &s@i‘hcé 1272 =13 o’ tiver solucao.

(812G +axCy +ay3 =

Ay A

Se A = #0 existe um Unico centra =(c;,c,). Agora, Se A, =0 e as matrizes

Qp Ay

a — a a A~ ;- . ~
M,=H" Hde M= " "0 tém caracteristicas, respectivamente, 1 e 2, entdo a
PRCPY) 1o 8y 83

cbnicak ndo possui centro. Este fato nos motiva ao seguinte resultado

Proposicao:A conicak ndo possui centro se, e somentesses0 e A; #0.

~ . . — a a
Prova: Se ndo existe centra, =0 e a matrizm = Eﬂ 12 13

E tem caracteristica 2.
1o dpp Apg

Resta mostrar que; # 0. Se, pelo contrario, considerarmiys= detM, = , &terceira coluna

FasH PPl FazH

de M, serd combinacdo linear das duas primeiras, i.[@g0=arpy, 1+ BA,0 €, €M

Has  Fas B
particular, glggzag“%[? 12% Como A, =0 entdo Mzzgll %z algH tem
23 12 22 12 8z 83
caracteristica 1, o que é absurdo. Reciprocamente Ase e B, # 0, a matriz
Mz=§“ %z a13Etem caracteristica 2 g™ alzEtem caracteristica 1.

1o 8y 83 42 82
Portanto, a conicla ndo possui centro se, e somentesse;0 e A; 0.

Teorema (Classificacdo das cobnicas pela andlise dos invarianteSgeja k uma
cOnica em relacdo ao sistema de coordenadas cartesianas ortdgudaisexiste um novo
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sistema de coordenadas cartesianas segundo o qual a kdniceem equacdo da forma
(ag; +a,, )X +2 /%y:o, caso este em qug =0 e A; 20 (parabola sem centro), ou tem
81 +ay

equacdonz’ + 2,23 + f(c.c,)=0, caso este em que a conica tem cedtr@ A, ndo nulos
simultaneamente eA, e A, sdo as raizes da equagdo de segundo grau

detA=§11_}\ %z Hzo.
a; Ay A
A origem do novo sistema é um dos centros (que, no 6ag®, € Unico) cujas
coordenadas em relagéo ao sistema origina(gan).
Prova:
Se a coOnic&k possui centro, aplicando o movimento de translagc&muacédo (1)
obtemos:
anys +2a,Y1Y, +a5Y; + f(cy,¢,)=0 (4)
A fim de simplificarmos ainda mais a equacgag, (4aplicamos um movimento de
rotacao dos eixos, isto é,
Oy, =cosf z; —serf z,
Eyz =serfz -cosf z,’
Substituindo (5) em (4) temos, como coeficiente do termo misto, a segupressao
- 2a;,5end cosh + 2a,,(cos? 8 — sen’d ) + 2a,, cosfsend = (a,, — a;,)sen2d + 2a,, cos20 , com
a;, 2 0.

-m<O<sm (5)

Assim, sea,, = a,,, basta queos29 =0 e, dessa formazg =g ou 8 =% . Logo, 8 =77: .
Por outro lado, se a;#a,, procuremos @, -n<f<m, tal que
Se0 ___ % ¢ assimige=-— 22
cos20  ay-ay zp ~8y;
Assim, qualquer que seja que satisfaca as condi¢cdes acima, serve aos Nnovos
propasitos.
Eliminando o termo misto, temos uma equacdo do Hpo+BzZ + f(c,.c,)=0. Dali,
0 0
M =0 B 0 [ sendoA =A+B e A, = AB. Notemos que\ e B sdo raizes da seguinte

Ep 0 f(Cl’CZ)H

equacdo do segundo graur’-(A+BJ)+(AB)=0, ou, equivalente, raizes da

. -2
equacadetA = Ea“ % ; Ez 0

Qp, Ay

(a,, —ay;)serl + 2a,, cos26 = 0. Entao,

Finalmente, a equacéo da conica se redyzZa A,z2 + f(c;,c,)=0.
No caso em quéA, = @ A, # 0 temos, pela proposicdo, que a corkazo possui

centro. A fim de eliminarmos o termo misto da equacdo da caqiaplicamos um
movimento de rotacdo definido n&q. (5) e obtemos uma equacdo do tipo

Pu 0 buf
1 3
biiy? +by,y3 +2by 5y, + 20,5y, +a53 =0 @ qual associamos a matviz=00 b,, by, sendo

this by bash
AL =byy+by, Ay =by by € Ay =detMs.
Como, por hipoteses, =0 entdob,,b,, =0 e, dai,b;;=0€e b,, #0 OU b,, =0 € b;; Z0.
i) Seb,,=0€ b,, #0 entdoA; = —b,,(b5)* #0 € by; 0. Obtemos
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2b b,s
baoy3 +2b15y; +2b5y, +ag3 =00 bzzg/z 23y2 Eﬁg MASE % z EE 0.
2b13 b, FH

0

2
Efetuando a seguinte translacdo de eixog, =y, + o %33 _bz ] e
13

b2, B

z,=Y, +b— chegamos a equaclg,z; +2b,z, = , Que representa unparabola
22

i) Seb,, =0 e b, #0 entdor; =-b, b3, #00 b,;#0. Obtemos a equagao

2 b2
biyyy + 2015y, +2Dy5y, + g5 = 0L b11 2 b13Y1 E.LEZ H ZbZS%l 20 % . EE >
a 23

Efetuando a translacdo de esxg =y, +

% b5 e z,=y + LE] , chegamos a

bi H by

2b,,
equacaa,,z3 + 2b,z, =0 que também representa upaabola
Assim, quandoA, =0 e A, #0, a conica é uma parabola com equagéabd+2By=0,
00
com Az0 e Bz0. A matriz M, tornase [0 0 BO Logo, A =A=a,+a,, €

o B 0f

As =-AB? = -AB® = (3-11 + a22

Portanto, sda,; +a,, x2+2 y 0 obtemosB =

1t a12

2. Classificagdo das Conicas pelos Invariantes

1° Caso A,=0
i) Se A, # 0, pelproposicéo, tratae de umgarabola

Aplicacda Seja a conica representada pela equagaoy? - 2xy-8/2x-8/2y=0. A

H1 -1 -4/2f
matriz M, é O -1 1 -4/20 e, assim, A =2, A,=0e A;=-128. Como A,=0e
N NI

A, #0, pela proposicao, a equacao representaparébola

. . . a
i) Se A, =0, existe uma reta de centros e as matrizaeg=H" a”% e
12 22

M2 :Ell: :Z 223% tém caracteristica 1A equacdo reduzida &,z +1,z2 + f(c;.c,)=0 &
) 0
qual associamos a matrid, =00 A, 0 e obtemosA =A+A, € A, =A.A,. Como
BO 0 f(cl,cz)H
A, =0,temosi; =0 e A, Z0 0U A, £0 € A, =0.
Considerando A, =0 e A,#0 e substituindo na equagdo reduzida temos
2,23+ f(c,,c,)=0. Assim, a natureza da conica dependera,de(c,,c,).
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Com efeito, seA .f(c,,c,)>0 entdo a equacgdo reduzida € da formz =-f(c,.c,),
tratandese, portanto, doonjunto vazioSe denotarmosg,; € A,, 0S respectivos cofatores dos
elementosa,, e a,, da matrizM,, temos queA;, =2,.f(c..c,) € Ay =4A,.f(c.c,). No caso
particular em ques, =0 € A; =0 temosA, . f(c;,c,)= (A +A,). f(c1,cp) = Ay + Ag,.

Aplicacdo: Seja a coOnica representada pela equagdesxy+2y?+2=0. A matriz
4 0
M, associada a a equacao da conica € op. Como A, =A; =0 e A,;A,, >0 temos que a
B o 2

equacao dada representeomjunto vazio

Se A.f(c.c,)<0 entdo a equagéo reduzida é da forkgz = f(c,c,), tratandese
portanto, deluas retas paralelas
Aplicacdo: Seja a conica representada pela equaéaaxy+4y?-1=0. A matriz M,
2 04
€@ 4 0pge, assimA =5, A,=0e A,=0. ComoA, =0, A; =0 e A, +A,, <0 concluimos
P 0 -1

gue a equacao represedtas retas paralelas

Finalmente seA .f(c,,c,)=0, a equagédo reduzida é da formg’ = , ttatandese
portanto, de umeeta.
Aplicacdo. Seja a conica representada pela equaGaeexy+y?-2x-2y+1=0. A
1 1 -1
matriz M, € E_l 1 —1@ e, assimA =2, A,=0e A;,=0. COmMOA, =A;=0 € A;+A,,=0
1-11

temos que a equacao represemba reta

No caso em que, #0 e A, =0 teremos resultados analogos.

2° Caso:A,#0
Pelo Teorema de Cramer, 280 a cOnica possui um Unico centm=(c,,c,). A
equacdo reduzida é da formaz?+A,z2+f(c,c,)=0 a qual associamos a matriz
Hu O 0
M3=00 A o [ Dai,
Ho o f(e,cb
i) A, =0se, e somente seé{c,,c,)=0.
Se A, >0 entdo\, eA,tém 0 mesmo sinal. Assim, a equaclie’ =-1,z5 representa
um ponta
Aplicacdo: Seja a conica representada pela equaéaaxy+2y? +6y+9=0. A matriz
1 OH
M, el 2 3Qe, assimA =3, A, =1e A;=0. COmo A, 20, A, =0, A, >0 temos que a
P 3 o

equacao representan ponto
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Se A, <0entdo A, eA, tém sinais opostos. Assim, a equagie’ =1,z5 representa
duas retas concorrentes

Aplicacdo: Seja a coOnica representada pela equaéaaixy+y? =0. A matriz M, é
A1 -2 0
-2 1 0ge, assimA =2, A,=-3 € A;,=0. Como A, #0, A;=0, A, <0 temos que a

Ho o off

equacao represerdaas retas concorrentes

i) A;20 < f(c.c,)%0
Se A, >0 entdo\; er, ttm 0 mesmo sinal e, consequentemenie; 0. A equacao

reduzida, nesse caso, €&, Az2+Az2=-f(c,c,). Dai, se A A;>0 entdo

A2 ), f(cr.cy)+ A2 A, f(cy,c,)>0. Assim, seA, >0 e A,>0entdo f(c,c,)>0 e, por outro
lado, se A, <0e A, <0entdo f(c,c,)<0. Portanto, em qualquer um dos casos teremos
MZE+ 2,75 =-f(cy,c,) que representa@njunto vazio

Aplicacdo: Seja a conica representada pela equagde 2y? +2xy+2=0. A matriz
1 0

M, él 2 oge,assimA=7, A,=9e A;=18. COMOA, #0, A; #0, A, >0 € A/A; >0temos
B o 2

que a equacao represeataonjunto vazio

Por outro lado, s&, A; <0 entdoA? A, f(c,,c,)+A3 A, f(c,.c,)<0. Dai, se\; >0, A, >0
entdo f(c,,c,)<0 e, analogamente, sg <0, A, <0 entdo f(c,,c,)>0. Em qualquer um dos
casos teremos,z> +A,z2 = f(c,,c,) que representa unedipse

Aplicacdo: Seja a conica representada pela equacaesy? +xy—-2x+4y-5=0. A

_ gt 2 1 : 11 91
matrizM, ey 3 2Qe€, aSS|m,A1:4,AZ:ZeAgz—Z.ComOAzio, A%0 A, >0 €,
Hi1i 2 -sf

A A, <0 temos que a equacao represemta elipse.

Se A, <0, entdo A, eA,tém sinais opostosA equacdo reduzida, nesse caso, €,
MZ2+A,22 = f(c,.c,), que representa unhéipérbole
Aplicacdo. Seja a cobnica representada pela equagde 6xy-12x-26y+11=0. A
0 3 -6
matriz M, €03 2 -130e, assimA =8, A, =-9e A;=81. COMO A, 20, A; 20 €A, <0
He -13 11

temos que a equacao represemta hipérbole.
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