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Abstract. In this work, the conics classification theorem for the analysis of the 
invariants, proposed by OLIVA (1973), is demonstrated in details intermediated by 
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Resumo. Neste trabalho, o teorema de classificação das cônicas pela da análise dos 
coeficientes, proposto por OLIVA (1973), é demonstrado em detalhes, intermediado 
por exemplos ilustrativos. 
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1. Estudo Geral das Cônicas  

1.1 Introdução 
 
 A resposta à maioria dos problemas matemáticos depende da solução de equações do 
tipo f(X) = 0. Dentro dos problemas de classificação local de funções diferenciáveis, uma 
classe interessante e importante é a das cônicas, cujo conjunto de zeros determina a classe de 
equivalência por rotação e translação. Um fato não comum! 

Seja ) , ,( jiO
ρρ

 um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais no R2. A equação 
algébrica do segundo grau  
 0222),( 33223113

2
2222112

2
11121 =+++++= axaxaxaxxaxaxxf  (1) 

com aij   ∈ R, determina o conjunto de pontos do plano chamado cônica, ao qual associamos a 

matriz simétrica .

332313

232212

131211

3















=

aaa

aaa

aaa

M  Agora, ao tomarmos um novo sistema de coordenadas 

cartesianas ortogonais( )feO
ρρ

  ,  ,, , de mesma orientação que o primeiro e aplicarmos à 
equação (1) o movimento de rotação e translação simultaneamente, isto é, 





++=
−+=

2122

2111

cos

cos

yysenax

ysenyax

θθ
θθ

, sendo ,πθπ ≤<−  (x1,x2), (y1,y2) as coordenadas de um ponto 

genérico X nos sistemas ) , ,( jiO
ρρ

 e ( )f  e  O
ρρ

,,, , respectivamente, (a1,a2) as coordenadas da 
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nova origem em relação ao sistema ) , ,( jiO
ρρ

, a cônica será representada por uma nova 
equação do segundo grau: 
   ( ) 0222, '

332
'
231

'
13

2
2

'
2221

'
12

2
1

'
1121 =+++++= ayayayayyayayyf  (2). 

 À equação (2) associamos uma nova matriz 
















=
33
'

23
'

13
'

23
'

22
'

12
'

13
'

12
'

11
'

'
3

aaa

aaa

aaa

M , que, em geral, é 

diferente de 3M . 

 Os elementos 2
122211212111 ., aaaAaaA −=+=  e 33 detMA =  chamados invariantes 

ortogonais da cônica, são assim denominados por serem invariantes por rotação e translação, 
isto é, 2

122211
2
1222112121112111 ''.'.,'' aaaaaaAaaaaA −=−=+=+=  e .'detdet 333 MMA ==  

 
1.2 Centros de uma Cônica 

 
Um ponto ( )21  ,ccC = do plano é chamado centro da cônica k se, após a translação de 

eixos o sistema ) , ,( jiC
ρρ

, a nova equação não contiver os termos lineares. Temos que se 
( )21  ,cc  são as coordenadas do ponto procurado, as equações de translação no plano, dadas 

por




+=
+=

222

111

cyx

cyx
, quando substituídas em (1), fornecem  

 ( ) ( ) ( ) 0,222 21223222112113212111
2
2222112

2
111 =+++++++++ ccfyacacayacacayayyaya  (3). 

Assim, existirá o centro C se, e somente se, o sistema 




=++
=++

0

0

23222112

13212111

acaca

acaca
, tiver solução. 

Se 0
2212

1211
2 ≠=

aa

aa
A  existe um único centro ( )21,ccC = . Agora, se 02 =A  e as matrizes 







=

2212

1211
2 aa

aa
M  e 





=

232212

131211
2

aaa

aaa
M  têm características, respectivamente, 1 e 2, então a 

cônica k não possui centro. Este fato nos motiva ao seguinte resultado: 
 
Proposição: A cônica k não possui centro se, e somente se, 02 ====A  e 03 ≠≠≠≠A . 

Prova: Se não existe centro 02 ====A  e a matriz 





=

232212

131211
2

aaa

aaa
M  tem característica 2. 

Resta mostrar que .03 ≠A  Se, pelo contrário, considerarmos 0det 33 == MA , a terceira coluna 

de 3M  será combinação linear das duas primeiras, i. é., 















+
















=

















23

22

12

13

12

11

33

23

13

a

a

a

a

a

a

a

a

a

βα  e, em  

particular, .
22

12

12

11

23

13






+





=





a

a

a

a

a

a
βα  Como 02 =A , então 





=

232212

131211
2

aaa

aaa
M  tem 

característica 1, o que é absurdo. Reciprocamente, se 02 =A  e 03 ≠A , a matriz 







=

232212

131211
2

aaa

aaa
M  tem característica 2 e 






2212

1211

aa

aa
 tem característica 1.  

Portanto, a cônica k  não possui centro se, e somente se, 02 =A  e 03 ≠A . 
 
Teorema (Classificação das cônicas pela análise dos invariantes): Seja k uma 

cônica em relação ao sistema de coordenadas cartesianas ortogonais. Então, existe um novo 



Revista Fafibe On Line — n.3 — ago. 2007 — ISSN 1808-6993 
www.fafibe.br/revistaonline — Faculdades Integradas Fafibe — Bebedouro – SP 

 

 3 

sistema de coordenadas cartesianas segundo o qual a cônica k ou tem equação da forma 

( ) 02
2211

32
2211 =

+
−

++ y
aa

A
xaa , caso este em que 02 =A  e 03 ≠A  (parábola  sem  centro), ou tem 

equação ( ) 0, 21
2
22

2
11 =++ ccfzz λλ , caso este em que a cônica tem centro 1λ  e 2λ  não nulos 

simultaneamente e 1λ  e 2λ  são as raízes da equação de segundo grau 

0det
2212

1211 =





−

−
=

λ
λ

aa

aa
A .  

A origem do novo sistema é um dos centros (que, no caso 02 ≠A , é único) cujas 

coordenadas em relação ao sistema original são ( )21,cc . 
Prova: 
Se a cônica k possui centro, aplicando o movimento de translação à equação (1) 

obtemos: 
 ( ) 0,2 21

2
2222112

2
111 =+++ ccfyayyaya  (4) 

A fim de simplificarmos ainda mais a equação (4),  aplicamos um  movimento de 
rotação dos eixos, isto é,  

 πθπ
θθ
θθ

≤<−




−=
−=

,
cos

cos

212

211

zzseny

zsenzy
 (5) 

Substituindo (5) em (4) temos, como coeficiente do termo misto, a seguinte expressão 
,2cos22)(cos2)(cos2cos2 12112222

22
1211 θθθθθθθθ asenaasenasenasena +−=+−+−  com 

.012 ≠a   

Assim, se 2211 aa = , basta que 02cos =θ  e, dessa forma, 
2

2
πθ =  ou 

4

πθ = . Logo, 
4

πθ = . 

Por outro lado, se 2211 aa ≠ , procuremos θ , πθπ ≤<− , tal que 

.02cos22)( 121122 =+− θθ asenaa Então,  
2cos

2

1122

12

aa

asen

−
−=

θ
θ e, assim, .2

1122

12

aa

a
tg

−
−=θ  

 Assim, qualquer que seja θ  que satisfaça as condições acima, serve aos novos 
propósitos. 

Eliminando o termo misto, temos uma equação do tipo ( ) 0, 21
2
2

2
1 =++ ccfBzAz . Daí, 

( )














=

21

'

,00

00

00

ccf

B

A

M , sendo BAA +=1  e BAA .2 = . Notemos que A e B são raízes da seguinte 

equação do segundo grau ( ) ( ) 0.2 =++− BABA λλ , ou, equivalente, raízes da 

equação 0det
2212

1211 =





−

−
=

λ
λ

aa

aa
A   

Finalmente, a equação da cônica se reduz a ( ) 0, 21
2
22

2
11 =++ ccfzz λλ . 

No caso em que 02 =A  e 03 ≠A  temos, pela proposição, que a cônica k não possui 

centro. A fim de eliminarmos o termo misto da equação da cônica k, aplicamos um 
movimento de rotação definido na Eq. (5) e obtemos uma equação do tipo  

022 33223113
2
222

2
111 =++++ aybybybyb  à qual associamos a matriz
















=

332313

2322

1311
'
3 0

0

bbb

bb

bb

M , sendo 

22111 bbA += , 22112 .bbA =  e .det '
33 MA =  

Como, por hipótese, 02 =A  então 02211 =bb  e, daí, 0b11 = e 0b22 ≠  ou 0b22 =  e .0b11 ≠  

i) Se 0b11 = e 0b22 ≠  então ( ) 02
13223 ≠−= bbA  e 013 ≠b . Obtemos  
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0ayb2yb2yb 33223113
2
222 =+++ ⇒ 0

b

b
a

b2

1
yb2

b

b

b

yb2
yb

22

2
23

33
13

113

2

22

23

22

2232
222 =




















−++


















++ . 

Efetuando a seguinte translação de eixos, 









−+=

22

2
23

33
13

11 b

b
a

b2

1
yz  e 

22

23
22 b

b
yz += chegamos à equação 02 113

2
222 =+ zbzb , que representa uma parábola. 

ii) Se 022 =b  e 011 ≠b  então 0b0bbA 23
2
23113 ≠⇒≠−= . Obtemos a equação 

022 33223113
2
111 =+++ aybybyb ⇒ 0

2

1
2

2

11

2
23

33
23

123

2

11

23

11

1132
111 =




















−++


















++

b

b
a

b
yb

b

b

b

yb
yb . 

Efetuando a translação de eixos 









−+=

11

2
23

33
23

21 2

1

b

b
a

b
yz  e 

11

13
12 b

b
yz += , chegamos à 

equação 02 123
2
211 =+ zbzb  que também representa uma parábola.  

Assim, quando 02 =A  e 03 ≠A , a cônica é uma parábola com equação 022 =+ ByAx , 

com 0≠A  e 0≠B . A matriz '
3M  torna-se 

















00

00

00

B

B

A

. Logo, 22111 aaAA +==  e 

( ) 2
2211

2
1

2
3 .BaaBAABA +−=−=−= . 

Portanto, se ( ) 0y
aa

A
2xaa

2211

32
2211 =

+
−

++ obtemos 
1211

3

aa

A
B

+
−= . 

 
2. Classificação das Cônicas pelos Invariantes 
 
1° Caso: A2=0 

i) Se 03 ≠A , pela proposição, trata-se de uma parábola. 

Aplicação: Seja a cônica representada pela equação 02828222 =−−−+ yxxyyx . A 

matriz 3M  é 
















−−
−−
−−

02424

2411

2411

 e, assim, 21 =A , 02 =A e 1283 −=A . Como 02 =A e 

,0A 3 ≠  pela proposição, a equação representa uma parábola.  
 

ii)  Se 03 =A , existe uma reta de centros e as matrizes 





=

2212

1211
2 aa

aa
M  e 







=

232212

131211
2

aaa

aaa
M  têm característica 1. A equação reduzida é ( ) 0, 21

2
22

2
11 =++ ccfzz λλ  à 

qual associamos a matriz 
( )















=

21

2

1

3

,00

00

00

ccf

M λ
λ

 e obtemos, 211 λλ +=A  e 212 . λλ=A . Como 

02 =A , temos 01 =λ  e 02 ≠λ  ou 01 ≠λ  e 02 =λ . 
Considerando 01 =λ  e 02 ≠λ  e substituindo na equação reduzida temos 

( ) 0, 21
2
22 =+ ccfzλ . Assim, a natureza da cônica dependerá de ( )211 ,. ccfA .  
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Com efeito, se ( ) 0,. 211 >ccfA  então a equação reduzida é da forma ( )21
2
22 ,ccfz −=λ , 

tratando-se, portanto, do conjunto vazio. Se denotarmos 11A  e 22A  os respectivos cofatores dos 

elementos 11a  e 22a  da matriz 3M , temos que ( )21211 ,. ccfA λ=  e ( )21122 ,. ccfA λ= . No caso 

particular em que 02 =A  e 03 =A  temos ( ) ( ) ( ) 22112121211 ,.,. AAccfccfA +=+= λλ . 
 
Aplicação: Seja a cônica representada pela equação 02288 22 =+++ yxyx . A matriz 

3M  associada a à equação da cônica é 
















200

024

048

. Como 032 == AA  e 02211 >AA  temos que a 

equação dada representa o conjunto vazio.  
 
Se ( ) 0,. 211 <ccfA  então a equação reduzida é da forma ( )21

2
22 ,ccfz =λ , tratando-se 

portanto, de duas retas paralelas. 
Aplicação: Seja a cônica representada pela equação 0144 22 =−++ yxyx . A matriz 3M  

é 
















−100

042

021

 e, assim, 51 =A , 02 =A e 03 =A . Como 02 =A , 03 =A  e 02211 <+ AA  concluímos 

que a equação representa duas retas paralelas.  
 
Finalmente se ( ) 0,. 211 =ccfA , a equação reduzida é da forma 02

22 =zλ , tratando-se 
portanto, de uma reta. 

Aplicação: Seja a cônica representada pela equação 01222 22 =+−−++ yxyxyx . A 

matriz 3M  é 
















−−
−
−

111

111

111

 e, assim, 21 =A , 02 =A  e 03 =A . Como 032 == AA  e 02211 =+ AA  

temos que a equação representa uma reta. 
 
No caso em que 01 ≠λ  e 02 =λ  teremos resultados análogos. 

 
2° Caso: A2 ≠≠≠≠ 0 
 Pelo Teorema de Cramer, se 02 ≠A  a cônica possui um único centro ( )21  ,ccC = . A 

equação reduzida é da forma ( ) 0, 21
2
22

2
11 =++ ccfzz λλ  a qual associamos a matriz 
















=

),(00

00

00

21

1

1

3

ccf

M λ
λ

. Daí,  

 i) 03 =A se, e somente se, ( ) .0, 21 =ccf  

Se  A 02 > então 21 λλ e têm o mesmo sinal. Assim, a equação 2
22

2
11 zz λλ −=  representa 

um ponto. 
Aplicação: Seja a cônica representada pela equação 09622 22 =++++ yyxyx . A matriz 

3M  é 
















930

321

011

 e, assim, 31 =A , 12 =A e 03 =A . Como ,02 ≠A ,03 =A  02 >A  temos que a 

equação representa um ponto. 
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Se 02 <A então 21 λλ e  têm sinais opostos. Assim, a equação 2
22

2
11 zz λλ =  representa 

duas retas concorrentes. 
Aplicação: Seja a cônica representada pela equação 04 22 =+− yxyx . A matriz 3M  é 
















−

−

000

012

021

 e, assim, 21 =A , 32 −=A  e 03 =A . Como ,02 ≠A ,03 =A  02 <A  temos que a 

equação representa duas retas concorrentes. 
 

 ii) ( ) 0,0 213 ≠⇔≠ ccfA  
Se 02 >A  então 21 λλ e  têm o mesmo sinal e, conseqüentemente, 01 ≠A . A equação 

reduzida, nesse caso, é, ( )21
2
22

2
11 ,ccfzz −=+ λλ . Daí, se 031 >AA então 

( ) ( ) 0,, 211
2
2212

2
1 >+ ccfccf λλλλ . Assim, se 01 >λ e  0 2 >λ então ( ) 0, 21 >ccf  e, por outro 

lado, se 01 <λ e 02 <λ então ( ) 0, 21 <ccf . Portanto, em qualquer um dos casos teremos 

( )21
2
22

2
11 ,ccfzz −=+ λλ  que representa o conjunto vazio. 

 
Aplicação: Seja a cônica representada pela equação 02225 22 =+++ xyyx . A matriz 

3M  é 
















200

021

015

 e, assim, 71 =A , 92 =A e 183 =A . Como ,02 ≠A  ,03 ≠A  02 >A  e 031 >AA temos 

que a equação representa o conjunto vazio 
 

 Por outro lado, se 031 <AA então ( ) ( ) 0,, 211
2
2212

2
1 <+ ccfccf λλλλ . Daí, se 0,0 21 >> λλ  

então ( ) 0, 21 <ccf  e, analogamente, se 0,0 21 << λλ  então ( ) .0, 21 >ccf  Em qualquer um dos 

casos teremos ( )21
2
22

2
11 ,ccfzz =+ λλ  que representa uma elipse.  

Aplicação: Seja a cônica representada pela equação 05423 22 =−+−++ yxxyyx . A 

matriz 3M  é 
















−−

−

521

23

11

2
1

2
1

 e, assim, 41 =A , 
4

11
2 =A e 

4

91
3 −=A . Como ,02 ≠A  ,03 ≠A  02 >A  e, 

031 <AA  temos que a equação representa uma elipse. 
 
Se 02 <A , então 21 λλ e têm sinais opostos. A equação reduzida, nesse caso, é, 

( )21
2
22

2
11 ,ccfzz =+ λλ , que representa uma hipérbole. 

Aplicação: Seja a cônica representada pela equação 011261268 2 =+−−+ yxxyx . A 

matriz 3M  é 
















−−
−
−

11136

1323

630

 e, assim, 81 =A , 92 −=A e 813 =A . Como 02 ≠A , 03 ≠A  e 02 <A   

temos que a equação representa uma hipérbole. 
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